Séries de Poténcias

A ideia é generalizar polindmios
2
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Definicdo: Designa-se por série de poténcias centrada em z, € C e

coeficientes a,, € C a fung¢ao dada por
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com dominio z € C para o qual a série converge.




Teorema: Dada uma série de poténcias centrada em z; € C e coeficientes
a, € C

o
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existe um 0 < R < oo, denominado raio de convergéncia tal que a série
converge absolutamente para |z — zy| < R e diverge para |z — 29| > R
(para |z — zg| = R a convergéncia ou divergéncia depende da série
especifica).

Quando existem os limites, o raio de convergéncia pode ser obtido pela

formula
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Geralmente, mesmo quando estes limites n3o existem, o raio de

R = lim

convergéncia pode sempre ser dado por
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Convergéncia Uniforme de Sucessoes e Séries de Funcoes

Definicao: Diz-se que uma sucessdo de funcoes

fi(2), fa(2), fs(2),. .. ...

converge pontualmente para f(z) se, para cada z fixo, a sucessdo de
ndmeros { f,,(z) }hen converge para f(z), ou seja, se lim f,,(z) = f(z) para
cada z fixo.
Diz-se que a sucessdo de funcdes converge uniformemente para f(z)
num dominio D se a convergéncia é uniforme para todos os z € D, ou
seja, se

Vs=0 dney > N,z € D = ‘fn(Z) — f(Z)‘ < 0.

Diz-se que uma série de fun¢des converge pontualmente se a sucessiao das
suas somas parciais converge pontualmente, e analogamente para o caso
uniforme.

Teorema (Critério de Weirstrass): Se, para todos z € D se tem

e a série Y~ M, converge, entdo a série de fungdes > f,(z) converge
absolutamente e uniformemente para z € D.




Teorema: Limites uniformes de sucessoes de funcbes continuas sio
continuos. E limites uniformes de funcdes holomorfas sdo holomorfos,
sendo a derivada igual ao limite das derivadas.

Corolario: Dada uma série de poténcias centrada em z; € C e coeficientes
a, € C

o
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ela converge uniformemente dentro de bolas fechadas contidas no raio de
convergéncia. Portanto, define uma funcdo holomorfa e tem-se
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Proposicdo: Seja uma funcdo f dada pela soma de uma série de poténcias
centrada em zy € C e coeficientes a,, € C, numa bola de raio R > 0

centrada em 2z
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f(z) = Z an(z — 2z0)" =
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Ent3o, necessariamente, f é holomorfa nessa bola e tem-se

f(”)(zo).
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A representacdo em séries de poténcias € por isso (nica.

Definicao: Dada uma funcao f holomorfa em z; chama-se série de
Taylor de f centrada em z; a série de poténcias

> fn)
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Chama-se também série de MacLaurin ao caso particular da série de
Taylor centrada na origem, ou seja, com zy = 0.




Definicao: Diz-se que uma func3o é analitica num ponto interior ao seu
dominio se ela é infinitamente diferenciavel e coincide com a
correspondente série de Taylor numa vizinhanca centrada nesse ponto.

Teorema (Taylor): Se f: Dy C C — C é holomorfa num ponto (interior)
2o € Dy entdo f é analitica nesse ponto. Ou seja, f é igual a sua série de
Taylor em torno desse ponto

f(z) = flz0) + f'(20)(z — 20) + fﬁé!ZO)(Z —20)° 4=
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com a igualdade vélida (pelo menos) na maior bola centrada em z; e
contida no dominio de holomorfia de f.
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